
《物理与人工智能》
自学课件2： 数学基础

授课教师：马滟青
2024/09/11（第一周）

鸣谢：基于计算机学院《人工智能引论》课程组幻灯片



目录
• 样本空间、随机事件

• 古典概率、条件概率

• 全概率公式、Bayes公式

• 事件的独立性、随机变量

• 数学期望、方差和标准差

• 协方差、相关系数

2



概率论基础

1.1样本空间与样本点

样本空间：随机试验 𝐸 所有可能的结果组成的集合称为样本空间，记为 Ω.

样本点：样本空间的元素，即随机试验 𝐸 的可能结果，记为 𝜔，Ω = 𝜔 𝜔为样本点 .

随机试验 𝐸1：将一枚硬币投掷2次，正面记为 𝐻，反面记为 𝑇.

样本空间为：Ω1 = 𝐻𝐻,𝐻𝑇, 𝑇𝐻, 𝑇𝑇

随机试验 𝐸2：投掷一颗骰子，观察出现的点数。

样本空间为：Ω2 = 1, 2, 3, 4, 5, 6

随机试验 𝐸3：观察一个新灯泡的寿命。可能的结果有无穷多个。

样本空间为：Ω3 = 𝑡 0 ≤ 𝑡 < +∞}
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有限样本空间

无限样本空间

不包含任何样本点的空间，叫做空集，记为∅



概率论基础

1.2随机事件

随机事件：满足某些条件的样本点组成的集合。它是样本空间 Ω 的子集，记为 𝐴, 𝐵,…

例如：对于试验 𝑬𝟏，以下𝑨,𝑩, 𝑪都是随机事件：

𝑨 = 至少出一个正面 = 𝑯𝑯,𝑯𝑻, 𝑻𝑯

𝑩 = 两次出现同一面 = 𝑯𝑯,𝑻𝑻

𝑪 = 恰好出现一次正面 = 𝑯𝑻,𝑻𝑯

例如：对于试验𝑬𝟐,以下𝑨,𝑩都是随机事件：

𝑨 = 掷出奇数点 = 𝟏, 𝟑, 𝟓

𝑩 = 掷出偶数点 = {𝟐, 𝟒, 𝟔}
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随机事件发生 样本空间中的一些样本点发生

必然事件？
不可能事件？



概率论基础

1.2随机事件的关系

包含关系 𝑨 ⊆ 𝑩：事件𝐴发生则事件𝐵一定发生

事件的并 𝑨 ∪ 𝑩 ：事件𝐴与事件𝐵至少有一个发生

事件的交 𝑨 ∩ 𝑩 ：事件𝐴与事件𝐵同时发生

对立事件 ഥ𝑨： ҧ𝐴 ∪ 𝐴 = Ω， ҧ𝐴 ∩ 𝐴 = ∅

互斥事件𝑨，𝑩： 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅

例如：𝑨 = 掷出奇数点 = 𝟏, 𝟑, 𝟓 ，

𝑩 = 掷出偶数点 = {𝟐, 𝟒, 𝟔}，

𝑪 = 掷出2点 = 𝟐 ， 𝑫 = 掷出5点 = 𝟓

思考： 𝑨和𝑩， 𝑨和𝑪， 𝑨和𝑫 分别什么关系？ 5
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概率论基础

1.3古典概型

古典概型：设 𝐸 为随机试验的样本空间，若：

① 有限性：只有有限个试验结果 𝜔1, 𝜔2, ⋯ , 𝜔𝑛 ；

② 等可能性：每个试验结果在一次试验中出现的可能性相等；

则称具有以上两个特征的随机试验数学模型为古典概型。

古典概型概率：设古典概型试验 𝐸 所有可能结果有 𝑛 个，为 𝜔1, 𝜔2, ⋯ , 𝜔𝑛 ，事件 𝐴 包含其

中 𝑚 个结果，则

𝑃 𝐴 =
𝑚

𝑛
=
𝐴包含Ω中样本点的个数

Ω中样本点的总数
≈
𝐴包含的试验结果个数

试验结果的总数
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概率论基础

1.3古典概型

例：将一颗骰子连掷两次，试求下列事件的概率。

（1）两次掷得的点数之和为8；

（2）第二次掷得3点。

解：

设 𝐴 表示“点数之和为8”事件，𝐵 表示“第二次掷得3点”事件。

样本空间

Ω = 1, 1 , 1, 2 ,⋯ , 1, 6 , 2, 1 ,⋯ , 2, 6 ,⋯ , 6, 1 , 6, 6 共36种等概率结果

𝐴 = 2, 6 , 3, 5 , 4, 4 , 5, 3 , 6, 2

𝐵 = 1, 3 , 2, 3 , 3, 3 , 4, 3 , 5, 3 , 6, 3

所以 𝑃 𝐴 =
5

𝐶6
1𝐶6

1 =
5

36
，𝑃 𝐵 =

6

36
=

1

6
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概率论基础

1.4条件概率

研究：

在事件𝐵已经出现的条件下，事件𝐴发生的概率，记作 𝑷 𝑨 𝑩 .

问题：

由于附加了条件，𝑃(𝐴)与 𝑃(𝐴|𝐵)意义不同，一般 𝑃 𝐴 𝐵 ≠ 𝑃(𝐴)，

它们之间有什么关系？
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概率论基础

1.4条件概率

例：

掷一颗均匀骰子，𝐴 = 掷出2点 ，𝐵 = 掷出偶数点 ，𝑃(𝐴|𝐵) = ?

解：

掷一颗骰子可能的结果有6种，并且6种结果等可能，𝑃 𝐴 =
1

6

由于已知事件 𝐵 已经发生，所以此时试验所有可能结果只有3种，而事件 𝐴 包含的基本事

件只占其中一种，故 𝑃 𝐴 𝐵 =
1

3
.

上例中，𝑃 𝐴 𝐵 ≠ 𝑃(𝐴)

原因：

“事件 𝐵 已发生”这个新条件改变了不加条件的样本空间。
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概率论基础

1.4条件概率

研究：

在事件𝐵已经出现的条件下，事件𝐴发生的概率，记作 𝑷 𝑨 𝑩 .

问题：

由于附加了条件，𝑃(𝐴)与 𝑃(𝐴|𝐵)意义不同，一般 𝑃 𝐴 𝐵 ≠ 𝑃(𝐴)，

它们之间有什么关系？
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𝑃 𝐴 𝐵 = 𝑃(𝐴)𝑃 𝐴 𝐵 < 𝑃(𝐴) 𝑃 𝐴 𝐵 > 𝑃(𝐴)

投掷一颗骰子
事件 𝑨 = 掷出1点
事件 𝑩 = 掷出偶数点
𝑃 𝐴 𝐵 =0，𝑃 𝐴 = 1/6

连续投掷一颗骰子两次，
事件 𝑨 = 第一次掷出1点
事件 𝑩 = 第二次掷出1点
𝑃 𝐴 𝐵 =1/6，𝑃 𝐴 = 1/6

投掷一颗骰子
事件 𝑨 = 掷出2点
事件 𝑩 = 掷出偶数点
𝑃 𝐴 𝐵 = 1/3，𝑃 𝐴 = 1/6



概率论基础

1.4条件概率

条件概率定义：

设 𝐴，𝐵为两个事件，𝑃 𝐵 > 0，则称
𝑃 𝐴𝐵

𝑃 𝐵
为在事件 𝐵 发生的条件下事件 𝐴 发生的概率.

记作：𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃 𝐴𝐵

𝑃(𝐵)
.

一般地，条件概率与无条件概率之间的大小无确定关系

若有 𝐴 ⊆ 𝐵，则：

𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃 𝐴𝐵

𝑃(𝐵)
=
𝑃 𝐴

𝑃(𝐵)
≥ 𝑃(𝐴)
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概率论基础

1.4条件概率

例：

某人外出旅游两天，需知道两天的天气情况，据预报，第一天下雨的概率为0.6，第二天下

雨的概率为0.3，两天都下雨的概率为0.1.求当第一天下雨时，第二天不下雨的概率。

解：

设 𝐴 与 𝐵 分别表示第一天与第二天下雨。

故 𝑃 𝐴 = 0.6，𝑃 𝐵 = 0.3，𝑃 𝐴𝐵 = 0.1， 𝑃 ത𝐵 = 1 − 𝑃 𝐵 =0.7.

第一天下雨时，第二天不下雨的概率为 𝑃 ത𝐵 𝐴 .

𝑃 ത𝐵 𝐴 =
𝑃 𝐴 ത𝐵

𝑃 𝐴
=
𝑃 𝐴 − 𝑃(𝐴𝐵)

𝑃(𝐴)
=
0.6 − 0.1

0.6
=
5

6
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概率论基础

1.4条件概率

乘法公式：

对任意事件 𝐴，𝐵

𝑃 𝐴𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 𝑃 𝐴 > 0

𝑃 𝐴𝐵 = 𝑃 𝐵 𝑃 𝐴 𝐵 𝑃 𝐵 > 0

推广：

3个事件时：𝑃 𝐴𝐵𝐶 = 𝑃 𝐴𝐵 𝑃 𝐶 𝐴𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 𝑃 𝐶 𝐴𝐵 其中𝑃 𝐴𝐵 > 0

n个事件时：𝑃 𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛 = 𝑃 𝐴1 𝑃 𝐴2 𝐴1 ⋯𝑃 𝐴𝑛 𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1 其中𝑃 𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1 > 0
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概率论基础

1.5事件的独立性

思考：

如果 𝑃 𝐵 𝐴 ≠ 𝑃 𝐵 ，则说明 𝐴 事件的发生对 𝐵 事件的发生产生了影响；否则说明 𝐴 事

件的发生对 𝐵 事件的发生没有产生影响，后者就称 𝐴 事件和 𝐵 事件相互独立。

当 𝑃 𝐵 ≠ 0 时，𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃 𝐴𝐵

𝑃 𝐵
，且 𝑃 𝐴 = 𝑃 𝐴 𝐵

⟺ 𝑃 𝐴𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 .

相互独立：

设 𝐴，𝐵 是两事件，如果满足：

𝑃 𝐴𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 ，

则称 𝐴，𝐵 为相互独立的事件，简称 𝐴，𝐵 独立。
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概率论基础

1.5事件的独立性

多个事件相互独立：

一般地，设 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛 为 𝑛 个事件，如果对于任意的 𝑘， 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ，任意 1 ≤ 𝑖1 <

𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑘 ≤ 𝑛，满足

𝑃 𝐴𝑖1𝐴𝑖2⋯𝐴𝑖𝑘 = 𝑃 𝐴𝑖1 𝑃 𝐴𝑖2 ⋯𝑃 𝐴𝑖𝑘

则称 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛 为相互独立的事件。

两两独立：

设 𝐴，𝐵，𝐶 是三事件，如果满足等式

𝑃 𝐴𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃(𝐵)，𝑃(𝐵𝐶) = 𝑃(𝐵)𝑃(𝐶)，𝑃(𝐴𝐶) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐶)，

则称 𝐴，𝐵，𝐶 为两两独立的事件。

例：若 𝐴，𝐵，𝐶 两两独立，并且满足

𝑃 𝐴𝐵𝐶 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝑃 𝐶 ，

则称 𝐴，𝐵，𝐶 为相互独立的事件。 15

两两独立和相互独立
之间的关系？

（1）两两独立的事件
组不一定相互独立。
（2）相互独立的事件
组一定两两独立。



概率论基础

1.6例子

例：一个盒子中有6个白球、4个黑球，从中不放回地每次任取1个，连取2次，求第二次取到白

球的概率。

解：

设事件 𝐴 为第一次取到白球，则 ҧ𝐴 为第一次取到黑球，事件 𝐵 为第二次取到白球。

因为 𝐴𝐵 与 ҧ𝐴𝐵 互为对立事件，且 𝐵 = 𝐴𝐵 ∪ ҧ𝐴𝐵，所以

𝑃 𝐵 = 𝑃 𝐴𝐵 + 𝑃 ҧ𝐴𝐵

= 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 + 𝑃 ҧ𝐴 𝑃 𝐵 ҧ𝐴

=
6

10
×
5

9
+

4

10
×
6

9

=
3

5
16



概率论基础

1.6例子

𝑃 𝐴 = 𝑃 𝐴𝐵 ∪ 𝐴 ത𝐵

= 𝑃 𝐴𝐵 + 𝑃 𝐴 ത𝐵

= 𝑃 𝐵 𝑃 𝐴 𝐵 + 𝑃 ത𝐵 𝑃 𝐴 ത𝐵
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𝐵 ത𝐵

𝐴

𝐴𝐵 𝐴 ത𝐵



概率论基础

1.6例子

𝑃 𝐴 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑃 𝐴𝐵𝑖
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𝐵1

Ω

𝐴
𝐵2

𝐵3

𝐵4

𝐵𝑛

𝐴𝐵2 𝐴𝐵1
𝐴𝐵3

𝐴𝐵4

𝐴𝐵𝑛
⋯

⋯



概率论基础

1.6全概率公式

完备事件组：

设 𝐵1, 𝐵2, ⋯ , 𝐵𝑛 为样本空间 Ω 的一组事件，如果满足

（1）𝐵𝑖𝐵𝑗 = ∅, 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛

𝑖=1ڂ（2）
𝑛 𝐵𝑖 = Ω

则称这组事件为完备事件组。

全概率公式：

设 Ω 为随机试验的样本空间，𝐵1, 𝐵2, ⋯ , 𝐵𝑛 为 Ω中的一个完备事件组，

满足 ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑃 𝐵𝑖 > 0，则对 Ω 中的任一事件 𝐴，有

𝑃 𝐴 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑃 𝐵𝑖 𝑃 𝐴 𝐵𝑖
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概率论基础

1.6全概率公式

全概率公式：

𝑃 𝐴 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑃 𝐵𝑖 𝑃 𝐴 𝐵𝑖

• 𝑃 𝐵𝑖 为先验概率（Prior Probability）：它由以往经验得到，一般地，它是事件 𝐴 的原因

• 全概率公式是由因求果
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概率论基础

1.6全概率公式

例：

一批麦种，其中一、二等品分别占90%和10%，并且它们结出的麦粒数为50以上的概率分

别为0.5和0.15，现从中任取一个麦种，求结出的麦粒数为50以上的概率是多少？

解：

设 𝐴 = 结出的麦粒数分别为50以上 ，

𝐵1 = 取到一等品麦种 ， 𝐵2 = 取到二等品麦种 ，

𝑃 𝐵1 = 0.9，𝑃 𝐵2 = 0.1，𝑃 𝐴 𝐵1 = 0.5，𝑃 𝐴 𝐵2 = 0.15.

因此由全概率公式，可得

𝑃 𝐴 = 𝑃 𝐵1 𝑃 𝐴 𝐵1 + 𝑃 𝐵2 𝑃 𝐴 𝐵2
= 0.9 × 0.5 + 0.1 × 0.15 = 0.465
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概率论基础

1.6全概率公式

例：

某厂由甲、乙、丙三个车间生产同一种产品，每个车间的产量分别占全厂的25%，35%，

40%，各车间产品的次品率分别为5%，4%，2%，求该厂产品的次品率。

解：

设 𝐵1，𝐵2，𝐵3 分别表示产品来自甲、乙、丙车间，𝐴表示取到次品，

𝑃 𝐴 =෍

𝑖=1

3

𝑃 𝐵𝑖 ⋅ 𝑃 𝐴 𝐵𝑖

= 0.25 × 0.05 + 0.35 × 0.04 + 0.4 × 0.02
= 0.0345
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概率论基础

1.7贝叶斯（Bayes）公式

例：

根据收集到的数据，已知：𝑃 男性 糖尿病 = 0.2， 𝑃 糖尿病 = 0.05， 𝑃 男性 = 0.5，

如何计算在已知一个人是男性的情况下，他患有糖尿病的概率，即 𝑃 糖尿病 男性 ？

解：

𝑃 糖尿病 男性 =
𝑃 男性且患糖尿病

𝑃 男性

=
𝑃 男性|糖尿病 ⋅ 𝑃 糖尿病

𝑃 男性

=
0.2 × 0.05

0.5
= 0.02
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概率论基础

1.7贝叶斯（Bayes）公式

Bayes公式：

设 𝐵1, 𝐵2, ⋯ , 𝐵𝑛 构成一组完备事件组，𝑃 𝐵𝑖 > 0，

则对任一事件 𝐴 有：𝑃 𝐵𝑖 𝐴 =
𝑃 𝐵𝑖 𝑃 𝐴 𝐵𝑖

σ𝑗=1
𝑛 𝑃 𝐵𝑗 𝑃 𝐴 𝐵𝑗

.

• 称 𝑃 𝐵𝑖 𝐴 为后验概率

• 已知结果发生，对导致结果发生的因素的可能性大小重新修正

• 贝叶斯（Bayes）公式体现了执果求因
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概率论基础

1.7 Bayes公式

例：某厂由甲、乙、丙三个车间生产同一种产品，每个车间的产量分别占全厂的25%，35%，
40%，各车间产品的次品率分别为5%，4%，2%，现从中任取一件，已知取出的是次品，问
该次品为甲车间产品的概率是多大？

解：设 𝐵1，𝐵2，𝐵3 分别表示产品来自车间甲、乙、丙车间，𝐴表示取到次品，则所求概率为
𝑃 𝐵1 A ，由贝叶斯公式得

𝑃 𝐵1 𝐴 =
𝑃 𝐵1 𝑃 𝐴 𝐵1

σ𝑗=1
3 𝑃 𝐵𝑗 𝑃 𝐴 𝐵𝑗

=
𝑃 𝐵1 𝑃 𝐴 𝐵1

𝑃 𝐴

=
0.25 × 0.05

0.25 × 0.05 + 0.35 × 0.04 + 0.40 × 0.02
≈ 36.23%
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概率论基础

1.7 Bayes公式

例：艾滋病普查：使用一种血液试验来检测人体内是否携带艾滋病病毒。设这种试验的假阴性

比例为5%（即在携带病毒的人中，有5%的试验结果为阴性），假阳性比例为1%（即在不携

带病毒的人中，有1%的试验结果为阳性）。据统计，人群中携带病毒者约占0.1%，若某人的

血液试验结果呈阳性，试问该人携带艾滋病病毒的概率。

解：设“携带病毒”为 𝐴 “试验呈阳性”为 𝐵，则

𝑃 𝐴 = 0.001，𝑃 ҧ𝐴 = 0.999，𝑃 𝐵 𝐴 = 0.95，𝑃 𝐵 ҧ𝐴 = 0.01，

𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃 𝐴𝐵

𝑃 𝐵
=

𝑃(𝐴𝐵)

𝑃 𝐴𝐵 + 𝑃 ҧ𝐴𝐵
=

𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴

𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 + 𝑃 ҧ𝐴 𝑃 𝐵 ҧ𝐴
≈ 0.087
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概率论基础

1.8随机变量

随机变量：

设 Ω 是试验 𝐸 的样本空间，若 𝑋 = 𝑋 𝜔 , 𝜔 ∈ Ω，是一个单值实函数，

而且满足 ∀𝑥 ∈ 𝑹，集合 𝜔 𝑋 𝜔 ≤ 𝑥 都是随机事件，则称 𝑋 为随机变量。

随机变量常用大写字母 𝑋, 𝑌, 𝑍 等表示， 𝜔 𝑋 𝜔 ≤ 𝑥 = 𝑋 ≤ 𝑥

分布函数：

设 𝑋 是一个随机变量，则函数

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 , 𝑥 ∈ −∞,+∞

称为随机变量 𝑋 的分布函数。

注：由分布函数的定义有对于任意函数 𝑥1, x2 x1 < x2 ，有

𝑃 𝑥1 < 𝑋 ≤ 𝑥2 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥2 − 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥1 = 𝐹 𝑥2 − 𝐹 𝑥1

分布函数可以完整地描述随机变量取值的概率规律
27



概率论基础

1.8随机变量

离散型随机变量：

取值为有限个或者无穷可列个的随机变量。

分布律：

设离散型随机变量 𝑋 的所有可能取值为 𝑥𝑘 , 𝑘 = 1, 2.⋯，则称

𝑃 𝑋 = 𝑥𝑘 = 𝑝𝑘 , 𝑘 = 1, 2,⋯

为 𝑋 的分布律，也称概率函数。

用分布律表示分布函数：

𝐹 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥 = ෍

𝑥𝑖≤𝑥

𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 = ෍

𝑥𝑖≤𝑥

𝑝𝑖

28



概率论基础

1.8随机变量

一维连续型随机变量：

设随机变量 𝑋 的分布函数为 𝐹 𝑥 ，若存在非负可积函数 𝑓 𝑥 ，使对于任意实数 𝑥，有

𝐹 𝑥 = න
−∞

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡

则称 𝑋 为连续型随机变量，并称 𝑓 𝑥 为 𝑋 的概率密度函数，简称概率密度。

注：连续型随机变量的分布函数 𝐹 𝑥 必为连续函数。

29



概率论基础

1.8随机变量

例：设随机变量 𝑋 的概率密度函数为 𝑓 𝑥 ，试确定常数 𝐴 以及 𝑋 的分布函数。

𝑓 𝑥 = ቊ
𝐴𝑒−3𝑥, 𝑥 ≥ 0
0, 𝑥 < 0

解：由于 1 = ∞−׬
+∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 0׬
+∞

𝐴𝑒−3𝑥𝑑𝑥 =
1

3
𝐴，可知 𝐴 = 3，即

𝑓 𝑥 = ቊ
3𝑒−3𝑥, 𝑥 ≥ 0
0, 𝑥 < 0

从而 𝑋 的分布函数为 𝐹 𝑥 = ∞−׬
𝑥
𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = ቊ

1 − 𝑒−3𝑥, 𝑥 ≥ 0
0, 𝑥 < 0
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概率论基础
1.9数学期望

离散型随机变量数学期望：

设离散型随机变量 𝑋 的分布律为 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑘 = 𝑝𝑘 , 𝑘 = 1, 2,⋯

若级数 σ𝑘=1
+∞ 𝑥𝑘𝑝𝑘 绝对收敛，则称其为 𝑋 的数学期望，或称为理论均值，记作 𝐸 𝑋 ，即

𝐸 𝑋 = ෍

𝑘=1

+∞

𝑥𝑘𝑝𝑘 .

注：

（1）上述定义要求级数绝对收敛的目的在于使数学期望唯一，由级数的概念可知，当级

数绝对收敛时，可以保证其和不受次序变化的影响。

（2）数学期望是一个确定的数，失去了随机性。

（3）数学期望的“线性”性质： 𝐸 a𝑋 + b𝑌 = a𝐸 𝑋 + b𝐸 𝑌 ，a和b是常数
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概率论基础

1.9数学期望

连续型随机变量数学期望：

设连续型随机变量 𝑋 的概率密度函数为 𝑓(𝑥)，若广义积分 ∞−׬
+∞

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 绝对收敛，则称

此积分为 𝑋 的数学期望，记作 𝐸 𝑋 ，即 𝐸 𝑋 = ∞−׬
+∞

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥.

例：

随机变量 𝑋 的概率密度函数为 𝑓 𝑥 = ቊ𝜆𝑒
−𝜆𝑥, 𝑥 ≥ 0
0, 𝑥 < 0

，求 𝐸 𝑋 .

解：

𝐸 𝑋 = න
−∞

+∞

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = න
0

+∞

𝑥𝜆−𝜆𝑥𝑑𝑥 =
1

𝜆
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概率论基础

1.9方差和标准差

方差：

设 𝑋 为随机变量，若 𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 2 存在，则称其为 𝑋 的方差，记为 𝐷(𝑋) 或 𝑉𝑎𝑟(𝑋)，

即

𝐷 𝑋 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 2

注：

（1）方差的算术平方根 𝐷 𝑋 称为 𝑋 的标准差或均方差，记为 𝜎 𝑋 .

（2）方差刻画随机变量取值对于其数学期望的平均偏离程度，

若 𝑋 的取值比较集中，则方差 𝐷(𝑋)较小；

若 𝑋 的取值比较分散，则方差 𝐷(𝑋)较大。

（3）方差 𝐷(𝑋)是一个确定的数，失去了随机性。
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概率论基础

1.9方差和标准差

方差：

𝐷 𝑋 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 2

计算：

（1）若 𝑋 为离散型，其概率分布为 𝑃 𝑋 = 𝑘 = 𝑝𝑘 , 𝑘 = 1, 2,⋯ ，

𝐷 𝑋 =෍

𝑘

𝑥𝑘 − 𝐸 𝑋 2𝑝𝑘 .

（2）若 𝑋 为连续型随机变量，其概率密度为 𝑓(𝑥)，

𝐷 𝑋 = න
−∞

+∞

𝑥 − 𝐸 𝑥 2 ⋅ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 .

（3）𝐷 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 2 = 𝐸 𝑋2 − 2𝑋𝐸 𝑋 + 𝐸 𝑋 2

= 𝐸 𝑋2 − 2𝐸 𝑋 𝐸 𝑋 + 𝐸 𝑋 2 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 34



概率论基础

1.10协方差

协方差：

若随机变量 𝑋 的期望 𝐸(𝑋) 和 𝑌 的期望 𝐸(𝑌)存在，则称

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 [𝑌 − 𝐸(𝑌)

为 𝑋 与 𝑌 的协方差。

注：由定义得 𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑋 = 𝐷(𝑋)，𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐶𝑜𝑣(𝑌, 𝑋).

计算： 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 𝑬 𝑿𝒀 − 𝑬 𝑿 𝑬(𝒀)

推导：

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 𝑌 − 𝐸 𝑌
= 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝑌 − 𝐸 𝑌 𝑋 + 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌
= 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌 − 𝐸 𝑌 𝐸 𝑋 + 𝐸 𝑋 𝐸(𝑌)

= 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸(𝑌)
35



概率论基础
1.11相关系数

相关系数：

若随机变量 𝑋，𝑌的方差和协方差均存在，

且 𝐷 𝑋 > 0，𝐷 𝑌 > 0，则

𝜌𝑋𝑌 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝐷(𝑋) 𝐷(𝑌)

称为 𝑋，𝑌 的相关系数。

相关系数的性质：

（1）相关系数反映随机变量之间的线性相关程度。

（2）若 𝑋 与 𝑌 相互独立，则 𝜌𝑋𝑌 = 0.

（3） 𝜌𝑋𝑌 ≤ 1.

（4） 𝜌𝑋𝑌 = 1 ⟺ ∃ 常数 𝑎, 𝑏，使得 𝑃 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 = 1.
36
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概率论基础

1.12离散型随机变量示例

例：将扔一个骰子所得结果记为随机变量 𝑋，另一个随机变量 𝑌 = 𝑋 + 1，求𝑋和𝑌
期望、方差、协方差、相关系数。

解：首先，写出两个变量的分布列，分别求 𝑋和 𝑌的期望

E 𝑋 = 1 ∗
1

6
+ 2 ∗

1

6
+ 3 ∗

1

6
+ 4 ∗

1

6
+ 5 ∗

1

6
+ 6 ∗

1

6
=
7

2

E 𝑌 = 2 ∗
1

6
+ 3 ∗

1

6
+ 4 ∗

1

6
+ 5 ∗

1

6
+ 6 ∗

1

6
+ 7 ∗

1

6
=
9

2

37

𝑋 1 2 3 4 5 6

𝑌 2 3 4 5 6 7

𝑃(𝑋) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6



概率论基础
1.12离散型随机变量示例

例：将扔一个骰子所得结果记为随机变量 𝑋，另一个随机变量 𝑌 = 𝑋 + 1，求 𝑋和 𝑌期望、方
差、协方差、相关系数。

解：根据公式求 𝑋和 𝑌的方差

D 𝑋 =
25

4
∗
1

6
+
9

4
∗
1

6
+
1

4
∗
1

6
+
1

4
∗
1

6
+
9

4
∗
1

6
+
25

4
∗
1

6
=
35

12

同样地，可计算得

D(𝑌) =
35

12

38

𝑋 1 2 3 4 5 6

𝑋 − 𝐸(𝑋) −5/2 −3/2 −1/2 1/2 3/2 5/2

[X−E(X) ]2 25/4 9/4 1/4 1/4 9/4 25/4

𝑃(𝑋) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6



概率论基础
1.12离散型随机变量示例

例：将扔一个骰子所得结果记为随机变量 𝑋，另一个随机变量 𝑌 = 𝑋 + 1，求 𝑋和 𝑌期望、方
差、协方差、相关系数。

解：最后求协方差与相关系数，将 𝑋和 𝑌的每个取值对应相乘得到𝑋𝑌的分布列，𝐸 𝑋𝑌 =
56

3

协方差：

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝐸 𝑌 =
35

12

相关系数：

𝜌𝑋𝑌 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝐷(𝑋) 𝐷(𝑌)
= 1

39

𝑋 1 2 3 4 5 6

𝑌 2 3 4 5 6 7

𝑋Y 2 6 12 20 30 42

𝑃(𝑋𝑌) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6



概率论小结

• 样本空间与样本点

• 随机事件及其关系

• 古典概率、条件概率

• 事件的独立性、全概率公式、贝叶斯公式

• 随机变量

• 数学期望、方差和标准差

• 协方差、相关系数
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